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Exercice 1. {5 pts) Résoudre dans R le systéme différentiel
{ —e (@) -y () =2()
o) -ylt) =y
avec la condition initiale » (0) = 0 et y (0} = 4.

Exercice 2. (3 pts) On considére un disque de rayon 1 que l'on jette aléatoirement dans un carré
de coté 4. On suppose que le centre du disque reste 3 lintérieur du carré (voir figure). Déterminer la
probabilité p que le disque rencontre le bord du carré.

Probléme, (14 pts)
(1) (5 pts) Une formule cathodine (c’est~a-dire pas anodine).
(a) Démontrer la relation cosucosy = § {cos (1 — v) + cos (u + v}). Déterminer alors, pour a ¢ Z
fixs, la série de Fourier de la fonction
fa i t€[—x, 7] — cos(at) .
(b} En déduire 'égalité
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(2) (3 pts) Produits infinis. Soit {a,),cx 1ne suite de nombres réels strictement positifs. On consi-
dere, pour N € N, le produit partiel de rang NV défin par Py = H;Lﬂan =g Xy X oo X Ay,
On dit que le produit infini

400
F= H @n
nm
converge g1 imy oo Py = A existe et sl A # 0.
{a) Montrer que le produit infini [T} an, est convergent si, et seulement si, la série numérique
31 log an, est convergente. On démontrera que dans ce cas

oo

logh = Zlogan‘

n={0
{b} Montrer que si le produit infini converge alors limn 100 @s = 1. Donner un exemple soulignant
que la réciproque est fansse.
(c) Sotent o € Ry €t @ €] — 1, 1[. Montrer que le produit [172] (1 + an™®) est convergent si, et
seulement si, o > 1. On pensera & justifier que an ;= 1 -+ an™® est strictement positif,

(3) {6 pts) Application. Pour z €] — 1,1[ on forme le produit infini
+o0 .1'2
Ple) = H (1— ;13) :
fna=l
{a) Montrer que P (x) est convergent.
(b) On pose w (z) := log P (z). Montrer que ¢ se dérive terme 3 terme et établir I'égalité
+o0
z
o) =-2)"

n? — 2’

n=1

On pourra pour cela montrer que la série ci-dessus converge normalement sur tout intervalle
de la forme [-r,r] avec 0 < r < 1.
{c) Démontrer alors qu'il existe C' € R tel que, pour tout x €]0,1],
@w(z}=C +logsin(rr) —logx.
(d) En passant & la limite £ — 0 trouver la valeur de C. En déduire finalement que pour tout
ze€l-1,1f
_ sin {7z}
T omr

P(x)

{e) (Bonus : +2pts) Etablir également la formule

+oo 2
cos (nz) = [| (1 - ﬁ)

n=0
(on pourra se servir de la formule du sinus de angle double).
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