EXAMEN
L2-MPC §3 13/01/09

Les bidules électroniques sont interdits. Les résumés polycopiés de cours sont sulorisés mais en général
inutiles. La difficulté des questions est eppropmimativement crofzsanie.

Premisgre partie 1. Exercices
1. INTEGRALE DOUBLE.

(1) Veérifier que ﬁ, =1~ 1_+JT-’I
(2) Soit D le domaine {(z,%)|z*+1? <1, 220,y 20}. Dessiner D. En eflectuant un changement de variable

approprié, montrer que
z T
i drdy =1 = =
/]D P e 1

2. FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE.

Soit F la fonction définie par l'intégrale
e z
F (1) =/ cos (t)e™F "dt.
g

(1) Montrer que l'intégrale est convergente pour z > 0.
{2) Est-elle convergente pour ¢ = 07 Pourquei?
(3) Verifier que F' (z) = — [ teos (t) te=t"=d,

(4} Vérifier que E% (e"’m) = —2z.te"¥'%. En déduire en effectuant deux intégrations par parties, montrer que

F(z)= (ﬁi - —2-1;) F(z)

En admettant que f;* cos (t)e™ dt = i1, caleuler la valeur exacte de F.

Deuxidme partie 2. Probléme

Dans le probléme suivant, on demande que, sauf mention du contraire, tous les dessins soient réalisés sur une méme figure,
éventuellement sur une fenille 4 part.

Considérons '¢quation différentielle
(B) p (@) =sin{t xy(th
Le but du probléme est de dessiner I'allure de quelques solutions.

On note ya la selution maximale de P'équation {E} telle que ya (0) = A,

3, GENERALITES.

{1} Montrer que ya est définie enr tout R.

{2) Déterminer et représenter la solution stationnaire. Montrer que si A > 0 alors y, est strictement positive sur tout
R et que si A < 0 alors ya est strictement négatif sur tout R.

{3) Omn pose z (t) = —ya (t). Montrer que z; {t) est solution de (E}. En déduire que y_a = —ya. Quelle opération
geométrique transforme le graphe de la solution ya en celui de la solution .. 4 ? On pose 23 (£} = ya (—t) . Montrer
que zg (t) est solution de (£). En déduire que la fonction ya est paire.

Désormais on suppose que A > (| et on restreint 'étude des solutions aux valeurs de
>0,



{4) Montrer que pour tout z, ¥ € R |sinz —sin y| € |z ~ y|. Montrer que pour tout ¢ > 0 et pour tout A, & =0,
‘y:; {t) — y;. (#)] < tlya (£) — yar ()] . En déduire que pour tout ¢ = 0 et pour tout A A >0

ok
lwa () - yar (0] € | & - &[5
Montrer alors que pour tout ¢ = 0, on a la limite suivante

¥a (ﬂ;; Yar (2).

4. COURBES ISOCLINES.

(1) Soit pour k est un entier queiconque la fonction definie par Isog () = i‘} Mentrer que Isoy {t) est une courbe de
tangence horizontale et que la réunion de toutes ces courbes et de I'axe des ordonnées constituent toutes les courbes
de tangence horizontale. Dessiner 'allure des courbes de tangence horizontale pour k = —4,-3,-2,-1,1,2,3,4.

(2) Représenter les domaines de croissance et de deécroissance en inscrivant le symbole « + » dang Jes domaines de
croissance et le symbole « — » dans les domaines de déeroissence.

(3) Montrer ¢ — Isoy, (t} est une barriére inférieure pour ¢ > 0.
5. OSCILLATION DES S5OLUTIONS.

Pour A > 0, on appelle N¥{A} le nombre de fois que la solution ya traverse les courbes de tangence
horizontale pour ¢ > (.

(1) Dans cette question, whisitez pas d faire des petits dessins & port. En utilisent la représentation des courbes de
tangence horizontale, montrer que pour toutA, N {A) ne peut pas gire nul. Montrer de méme que N {A) na peut
pas étre un nombre pair.

{2} Pour tout entier & > 1, on pose

2km 1
A e e it
B ( : =

lorsque ¢ tend vers l'infini. En écrivant la condition de barriére supérieure sur 3, montrer que pour tout k , il
exigte t tel que 3 (2) soit strictement positif et une barridre supérienre pour t > £y, On ne demande pas dons
cette question de préciser la veleur de iy,

{3) Dans cette question on se propose dietudier existence de solutions yp telles que N (&) = L.

{(a)} Dessiner sur le méme dessin que précédemment Pallure de ;.

(b) Montrer que ya (; + 1} tend vers 0 lorsque & tend vers 0. Fr deduire qu'il existe A) # Otelque ya, (i +1) <
Gty + 1)

(¢} En déduire que N (&) =1.

{d} Dessiner 'allure du graphe de ya, sur tout R. Montrer en particulier que ya, (¢) tend vers O lorsque ¢ tend
vers +o00.

(4) Dang cette guestion, on pourrs & nouveat Jaire quelques petits dessing convaincants accompagnés d'ezplications.
Montrer que pour tout 0 < A < Ay, N (A) = 1. Montrer par ailleurs qu'il existe forcément une valeur de Ag telles
que N {Az) > 1 et montrer que si A > Ay alors N {4) > 1.

Soit Al la plus grande valeur telle que pour tout 0 < A < Al, N{A)=1.
{(5) Dans cette question, on se propose de montrer la propriété suivante :

Pour tout = € N, il existe une stite strictement croissante de réels {AF} pehens AVEC At =0
telle que pour tout A € |A% AMFI[, N (A} = 2k + 1 et pour tout A > AL N{A) > 2n+ 3

{2) Montret que la propriété est vraie au rang n = 1.

{b) Montrer que pour tout ¢ > 0 assez grand, yan+: () < Bus1 (1) < Bnia (£). Un bon dessin des positions relatives
de yantis Pyt e Ousa accompagné de quelques explications peut suffire.

{¢) On suppose la propriété vraie su rang n. Montrer que pour tout t
ya (1) == yasn ()
lorsque A tend vers A™+!, En deduire qu'il existe A, 4 > A™ tel que ya, ., (tns2 +1) < Bayz (tpyz +1)-
{d) Déduire des questions précédente ques N (A2} = 2n + 3.
(e} Comment alors choisir A™*2 pour que |a propriété soit vraie au rang n+1 ?
{f} En déduire alors la propriété recherchée.
(6) Représenter enfin Iallure de deux solutions ya avec 0 < A < Al et deux solutions avec Al < A < A%,
{T) { Question ouverte et subsidisire ) Existe-t-il A tel que N {4) =7
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