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Exercice 1: Mécanique lagrangienne et hamiltonienne {10 + bonus]

Oscillateur harmonique & deux dimensions (point matériel de masse nt, soumis & une force
F'=—kf).

a) Vérifier en coordonnées cartésiennes (¢ = 7,¢2 = ) que la force dérive du potentiel
N
b) La position du point matériel est définie par le vecteur 7 = OM dans le plan
(z,y}. Ecrire le vecteur position et le vecteur vitesse ¥ aussi bien en coordonnées
cartésiennes qu’en coordonnées polaires (g =1, g2 = 0).

¢) Ecrire le lagrangien £. Donner les équations du mouvement {Lagrange) dans les
deux systemes de coordonnées.

d) Ecrire le hamiltonien H et les équations du mouvement de Hamilton.

e} En coordonnées polaires, donner deux constantes du mouvement {expliquer). Mon-
trer que l'énergie mécanique s'écrit comme %(‘;—;)2 + Vig(r). Donner le potentiel
radial effectif Vg (r), dessiner-le et discuter qualitativement (en quelques mots) la
forme du mouvement de m. Notamment, |r] = cst. est-il un mouvement possible?

f) Pour un oscillateur harmonigue 4 une dimension, montrer que la transformation

k
P(p,q) = ¥ = 55 (0 + ag®), Q(p,q) = —arctg( k) (avec w* = L et @ = km)
est une transformation canonique. Ecrire les éguations du mouvement de Hamilton
et les résoudre. On a une constante du mouvement: laquelle?

(On donne: (g arctgy = )

[Bonus: La transformation inverse est p = —MWPsinQ, g = ﬁ\/I_D cos @ (avec
A = 24/a). Verifier que la péricde du mouvement est indépendante de son ampli-
tude. Justifier ce résultat bien connu par considérations de similitude.]

(On repasse & deux dimensions en coordonnées cartésiennes. Montrer (voir [}) que la
transformation Pi(p,q) = 55 (7} + agt), Qi(p,q) = —arctg(F), (independant

de p2, g2). Palp. @) = 5z (73 + i), Qu(p,q) = —arctg(E-), (independant de
P1, ¢1). est canonique (Attention, il faut aussi vérifier que (@), Q2] = [@1, Pl =0,
ete.). Trouver trois constantes du mouvement.

o,

[Bonus: La transformation inverse est pr = —A/Pesin Qy, g = %«/Pk cos Gy
k = 1,2. Calculer le moment cinétique g, pr — ¢z p1- Est il conservé (Voir aussi €))7

(On donne: sinacosb — cosasind = sin{a — b)) ].



Exercice 2: Mécanique de Newton [8]

Un pendule est constitué d’un fil de masse négligeable de longueur £ et d™une masse M. 11
est initialement au repos, vertical. Ce pendule est heurté horizontalement par une masse
m & la vitesse vy. Le module de Paccélération de la pesanteur est noté g.

a) Le choc est élastique. Quelles (2) quantités sont conservées au cours du choc {ayant
la méme valeur juste avant et juste aprés le choc)? Donner la vitesse du pendule
juste aprés le choe. A quelle hauteur £; le pendule va-t-il remonter?

b) Le choc est mou (le projectile reste encastré dans la masse du pendule, qui a alors
une masse (M+m)). Quelle quantité est conservée au cours du choc. Donner la
vitesse du pendule juste aprés le choc. A quelle hauteur A2 le pendule va-t-il remon-
ter?

¢} Quelle proportion de 'énergie initiale est dissipée lors du choe mou? Lors du choe
élastique?

d) Ecrire 'équation du mouvement (Newton 1T} du pendule aprés le choc. Quelle est
la période d’oscillation du pendule (petites oscillations)? Est-elle dépendante de la
masse du pendule? Comparer avec les réponses a) et b). Expliquer en quelques
mots les différences (¢l v en a).

Questions courtes:

Exercice 3: 2]

Considérer le mouvement de la terre autour du soleil. 1l ¥ a 3 ou 2 jours de plus entre
I'équinoxe de printemps (15 mars) et I'équinoxe d’antomne (15 septembre) qu'entre le 15
septembre et le 15 mars. Dire pourquoi {lois de Képler ou symétrie impliquant la conser-
vation d’une quantité).

Exercice 4: [3 = 1{a+b) + 2(c)]

Les transformations suivantes sont-elles canonigues?

a’) Q =D P= —-q,

b) Q=p P=ygq,

c) 85i P = %, oit H est le Hamiltonien et w une constante, montrer que diz/dt = w,
done ¢ = wit + cst. Que vaut dP/dt?
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